48 CHAPITRE 3. EDP LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

(3.10), et 1a méthode des caractéristiques nous a encore permis

k. ! de consrrure
"unique solution de ce probléeme.

3.5 Un exemple d’équation non-linéaire : Equa-
tion de Burgers

On s'intéresse maintenant & 'EDP dy premier ordre non-linéaire

d:ulz, y) + w(z. y)0,u(r.0) =0 (3.11)
S'agissant d'une équation du premier ordre, on va encore tenter d'uriliser Ia
méthode des caractéristiques. Cette fois, le champ de vecteur X associé a

I'équation
d—;" —- l \
Xizu) = ( w(r,y) )

dépend de la solution! Supposons que celle-ci est connue. et considérons les
courbes intégrales du champ de vecteurs X. Ce sont les courbes parameétrées
Tt (z(t), yit)) telles que

0

(1) =1L y(t) = ulz(t). y(t). (3.12)

Sur une telle courbe, on a done

A(ulz(t), y(t)) = (Du) iz wien (2°(1), 4 (1)) = ='(#)(Bzulx(t), u(t)) )+ (£) (Bu(z (), y(1)))

= dru(z(t),y(t)) + u(z(t), v(t))d,u(z(t), yit)y=0-

Autrement dit la fonction u est constante le long des courbes intégrales du
champ X = .\',. Reprenons alors (3.12) : notant C, la valeur (constante!) de
u sur la courbe intégrale v de X, on a

i =1Ly(t)=C,.
Ces courbes intégrales sont donc des droites U= mzr-+p, puisque
z(t) =t + 2, y(t) = Cot + y,.
Considérons maintenant le probléme de Cauchy pour l'équation (3.11)

d-u(r,y) + ulr, y)d,u(z,y) =0,
{ u(z,0) = o), (3.13)

ou @ est une fonction régulizre donnée. On cherche d'abord les caractnstiques
Ce sont des droites d'équation y = mz + p et la pente m est égale & ia valeur
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0 iconme | s .

rf a'r usonne Jusqu'ict par condition nécessaire. I) reste
foriction u de la forme (38)avec f:R ~ 3 e classe
G e g ne (9:3) % — X de classe
= 13:0). Lest une vérification trés simple

de—i et guaon laisse au lesteur. G

& prouver que toyte
L C! est bien solution
;racc— €ncore ure fois ay Lepyme
wa alors démontr? o résultat suivan:. ‘
Théoréme 3.3.3

Les forctions w - 2 . = de classe C*

: gui verifient {'quation (5.6 cor
toutes les fonctions qui s érmyeqt 4 : 3.6 sont

u(t.r) = f(bt —ar)
pour une certaine fonction f: F — R de clgsse O

Remarque 3.3.4

Dﬂ:i le théoréme ci-dessus, an peut remplacer =7 par un convers pureri 01
d= 22, LC JQRC.’.‘]OH ‘f est f,'.rr_!,";'- tf'."ﬁnffjur un intersalle misag) e mans dane

E de Q per U'aphcation (t.z) — bt — ar

. g

3.3.2 DMléthode du changement de variables '

Nous allons rotrouver le résultat précédent a 'aide d'une autre mérhode, qui
s'avére étre wes pratique. Plutd: que d'une méthode totalemant différente,
il s’agit d'une autre formulator ds la méme idée. On a vu que les solutions
de l'équation (3.6) ne dépendent que de la variable i2 —ez. On pose done

t' = b* — ar et on choisit une autre coordonnée r’ indépendante: On-prend —

par exemple

t'=tt—ar
''= gt = br1.

On pose alors v @ (Z',t") — v{t".x') = u(t.z), et l'on examine I'équation
vérifise par v lorsque v est solution de (3.6). On calcule d’abord les dérivies
partielles de u en fonction de celles de v. La encore I'ingrédient essentiel est
le Lemme 321 On a

A (v(bt —azx.at + br))

b(8;v) (bt — ar, at + br) + a(Gr)(bt — ar.at ~ br),
A-(v(bt — ax,at + bx))

—a(dv)(bt — ar,at + br) + 608t — ax,at + br).

Ault.x)

d.ult, 1)

Donc u. de classe C', est solution de I'équation (3.6) si et seulement si r
vérifie |'équation
(a* + B)(3y) (', 7)) = 0.
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33 FQUATIONS A COEFFICIENTS CONSTANTS

Preme

Soit (L) un point de B Soit ¢ B 4 & 1a fonction définie [
R v |'U‘1 ul(t, ) 1 kia .‘l]:l nlta ka1t kW

Lo tonetion [ adonne less vndinira il g " l-||,|,]",. point (¢, #) ~ (tr) 4 Ka, b
de T drnte I de diveetion (.M possnnt par (0,0 ) O, encitilisant & noivean

le Tenume 321, on n
f"l'r“] ("'l“){ii‘,rhl.‘nFnt”.") Al

Dyone o est constiante, et u et s 1o droite 8]

Dédfinition 3.4.2

On appelle caractéristigues de equation (4.6 les droites de veeteur directenr
(e, B Ce sont toutes les droites D d'équation bt~ ax = ¢, ol ¢ parcourt
Pensomble des réols,

Notons maintenant f : R — R la fonction qui a un réel ¢ associe la valeur
de u sur la droite D, Soit (tg, ) un point de 2, 11 existe une et une seule
caractéristique qui passe par (g, o) . cest la droite Dy, ot ¢y = bty — axyg
On o done

u(to, o) = fle) = f(btg — azq).

Ce raisonnement étant valable pour tout (tp, x0) de B*, on o finalement
vt x) e R u(t, o) = f(bt — ar). (3.8)

On remarque an passage que, puisque uest C', f Pest nussi (Exercice!).

Scanné avec CamScanner



3.4. EQUATIONS A COEFF] CIENTS VARIABLES

45
Autrement dit, puisque ¢ + b £ 0, 4 est solution de
seulement. si v ne dépend pas de 2’ (¢, /) = :
[ de classe C! puisque w Vest. Revenant &

I'équation (3.6) si et
J(t') pour une certaine fonetion
u, on retrouve le Théoreme 3.3.3 -

u(t,z) = f(bt — ar).

Donnons une apprache légerement différente. Si on fait plus généralement le
changement de variables

'=a't+ 3z
=+t +bi",
ou on suppose que a'd’ — /6" £ 0.

Alors I'équation satisfaite par v est :

a'opr+ 600 =0,

{ o' =a'a+ [

W= "('rj + &'l

Le choix proposé précédemment consistait en choisir le changement ’de va-
- ] 'l = r_ r _ .
riables de teile sorte que o = 0, soit a’a + 86 = 0. La paire @’ = b, 3 =—c
b 2
convient. On trouve alors ¥ = a” = b7

Application a des problemes avec conditions initiales Cette méthode
est aussi adaptée pour résoudre le probléeme de trouver u de classe CF dans
—
B* .

adyu + bd-u= f(t,z),

u(0,z) = () .

)l
oit a # 0, f est donnde dans C°, ¢ est donné dans C!.

3.4 Equations a coefficients variables

3.4.1 Champs de vecteurs

Considérons pir exemple 1'équation

O.u(r,y)+ xdulz,y)=10 (3.9)
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3.5. UN EXEMPLE D 'EQUATION NON- LINEAIRE - EQUATION DE B URGERS19

de u sur cette droite. La caracté

i : ristique issue dy point (x,0)
droite d'équation

esl done |a

V= dlzo)(z — ). (3.14)
des équations linéaires, ces caractéristiques peuvent
done se couper! Supposons par exemple que deunx

: d'entre elles, jssyns respec-
tlv_ement de. {It.[_]] et de (x3,0), se coupent en (2,5). St u est définie cn ce
point on doit avoir

Contrairement au cas

ul, §) = ¢(z,) = o(zy),
ce qui est absurde. On peut donc conclure
en genéral pas de solutions définies dans e
dans un domaine D, du plan d
ne se coupent pas.

que le probléme (3.13) n'admet
plan tout entier, mais seulement
ans lequel les droites caractéristiques (3.14)

Etudions le probléme (3.13) pour ¢(x) = x* Partant d'un point (g, yp) tel
que u(zq, 7o) # 0, on obtient la courbe intégrale :

(t) =zo+t, y(t) =y +ulre, m)t .

La courbe intégrale coupe la droite {y =0} au temps t = —yy/u(zo, ). On
& done u(xo, ¥0) = ulzo — yo/u(za, w),0) = 6(xs — wo/ulz0, wo)).
Dans notre cas particulier, on obtient 1'équation

u(za, w) = (zo — yo/ulze, 1)) .

Si cette équation détermine un unique u, on aura résolu le probléme. Dans
tous les autres cas le probléme sera mal posé, Notre question devient donc :
Discuter en fonction de (xg, yp) les solutions, non nulles, de

J(A) == A% = (zgA —1o)*.

Noter qu'on peut toujours supposer yy # 0, puisque u est connue sur = = (.
Un cas simple est celui ot I'on peut montrer que \ +— f(A) est strictement
croissante sur | — o0, +20[. Un critére simple est de montrer que la dérivée
de f ne s'annule jamais sur K. On a

F(A) = 32 — 2ag(wp\ — 1) .
Son discriminant est
A(xg,y0) := A(z§ — Bxom) = Azn(zg — 6y0) .

Le probléme est que le discriminant est positif pour yy petit par rapport i
Ig, situation qui n'est pas favorable!!
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L . . = .
€ probleme est plyg simple si on go donne yne condition sy {r=0).
I.E(“,y) =y.
On trouve sseey facilemens ane la solution e
) sur le domaipe {(x,y) e R2 | &> 1},

St déterminge PEru(r y) = yi(14

3.6 Exercices

3.6.1 EDP dy premier ordre 3 coefficients constants
L. Résoudre dans R? 1o probleme
ddpu(t, ) - 3d:u(t, ) =0
u(0,z) = 42
Résoudre dans B? Jp probléme
3Ou(t,z) + Su(t,z) =0
u(t,0) = 2
3. Résoudre dans R? Je probléme
2du(t, 1) + ddu(t,r) =0
u(0,2) = sin(z)

12

4. On cherche les solutions €2y probléme

:"J;';u[t,:r} — 307 u(t,x) — 402 u(t,z) = 0.
u(0,z) = 17,
du(0,z) = 0.

a. Soit u : R* — R une fonction de classe €2, Montrer que

(G, — 40:)((8 + 8:)u)(t,z) = Ru(t, z) — 30 u(t,z) — 402 u(t, 7).
b. Trouver toutes les fonctions v : R? — R telles que
(1) Aev(t,x) — 40,v(t, 7) = 0.

c. Soit f: R — R une fonction de classe €. On veut trouver toutes les
fonctions u : B? — R telles que

(2) deu(t, ) + dou(t, x) = S(4t + ).

Onpose t' = —t+z, 7' = 4t + 7 ot l'on note w: R?* . ® | fonetion
définie par w(t', ') = u(t, z).

cl) Quelle équation vérifie w lorsque u est solution (e (2)?

c2) Résoudre cette équation, En déduire les solutions de (2).

d. Conclure.
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36 EXERCICES -

3.6.2 Courbes intégrales de champs de vecteurs

1. Déterminer les courbes intégrales du ehaup de vectenrs de RB? défini
par X (x,y) = (1, 2e°).
2. Diterminer les courbes intégrales du ehatp de vectenrs de R défini
par X(x,y) = (L+ % 1)
4. Déterminer los conrbes intégrales du chamng de veeteurs de [—= 1,1 =5
défing par X, ) = (V1 =22, 1).
4. Etudier les courbes intégrales du champ de vectenr de B défini par
X(x,y) = (n,x).
Etudier les conrbes intégrales du champ de vectenr de B défini par
X(zy) = (z.0).
6. Etudier les courbes intégrales du elamp ge vectenr de 27 ddéfing par
X(z,m) = (v, —u)
 Etudier les conrbes intégrales du chamyp de vectour de B définl par
X(x, ) = (r.20)

[

=1

3.6.3 EDP du premier ordre 2 coefiicients non-constanvs

1. On considire le champ de vecteurs Nz, g = (1, —1y).
4. Déterminer et Lracer ses courbes intézgrales,
b. Montrer que les solutians (de classe ') de Méquation

deu(z,y) — xydyu(x. v} =10 -

. . T4 . *
s'Gerivent nécessairement ufx, y) = Sipe™ 7] pour une certaine fonction
f de classe C*.
¢. Trouver toutes les solutions du problime de Cauchy

deu(r,y) — xydu(r,y) =0,
u(0,y) ="

d. Le probléme de Canchy

d:u(z,y) — rydyu(r,y) =0,
u(x,0) = r?,

a-t-il des solutions ?
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16 CHAPITRE 3. EDP LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

O cherche A appliquer la méthode des caractéristiques & cette équation
Lisons 'équation. La dérivée directionnelle de 1 dans la direction du vectenr
X = (1,r) doit étre nulle:

dymyulz,y) = 0.

Evidemment, la Cifficulté qui apparait est aue le vecteur en question dépend
du point (z,y) vd I'on se treuve. On doit adapter un peu la notion e ca-

racteristique.
Ddéfinition 3.4.1
On appelle champ de vecteur une application (réguliere) X de 0 < ke

considéré comme sivis-ensemble des points du plan, dans R? considéré comme
. ) . -
ensemble des vecteurs du plan (i.e. 'espace vectoriel R?).

Iei réguliere signifie de classe C° on de classe C.

Par exemple, I'équation (3.9) amére naturellement & considérer le champ de
vecteur X (z,y) = (1, ). Un autre exermple est le champ de vecteurs grad V.
ot V est une fonction regulitre, définie sur 41 -

grad V (7, y) = ((8:V)(xr, ), (0,V)(z,1)) -

On peut par exemple prendre 0 = R*\ {0} et Vir,y) = 1/\/z* = y* Le
champ de vecteur est appelé central car il est parallele, au point (r, y) an
vecteur (T,y).

Définition 3.4.2

Soit X un champ de vecteurs régulier sur un ouverl Q de R*. Une courbe

intégrale de X est une courbe paramétrée~ : I C R — {2 telle que, pour tout
tel,

¥'(t) = X(~(1).

On appelle caractéristiques de 1'équation (3.9) les courbes intégrales du champ
de vecteurs X(z,y) = (1,z) (il ¥ a une petite ambiguité-ici car les courbes

intégrales sont des courbes paramétrées!). Cette définition est motivée par
la

Proposition 3.4.3
Si u est une solution de I'équation (3.9), u est constante le long des courbes
intégrales t — ~(t) du champ X :

di()) _

it 0.
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3.2 LES EQUATIONS DE TRANSPORT
a1
La fouction u vérifie 'EDP

0,u{t..r)+cd,u[t':j =. (3.4)

En effet. a Uinstant ¢, la quantité de polly

T est ant entre les points d’abscisse 0et

Q) = f " u(t, )y,

A Vinstant t = h, lf.: polluant s'est deplace de cp metres. La quantité de
po!!uaut entre les points d'abscisse ch et T-+ch est done celle gui se truu.ﬂig
i U'instant ¢ entre 0 et . On a done - ) )

Q(t) :/L ult + by y)dy,

i}

Nous voulons dériver I'égalité obtenue par rapport & r. Pour ce faire nous
effectuons le changement de variable Y =y — ch dans la deuxiéme intégrale.
Nous obtenons

F4
Qlt) =f u(t = h,y' —ch)dy,
0
et done
u(r,t)=u(t +h,zr = ch). {3.5)

Nous voulons enfin dériver par rapport & h 'égalité (3.3). On utilisera tris
souvent le lemme suivant (dérivée dune fonction composée).

Lemme 3.2.1

Soit u - B* — R une application de classe C*. Soit aussi f; er f deux
applications de classe C* de X dans R. Alors I'2pplication F : B — = définie
par

F(t)=u(f1(2), fa(t))

est dérivable, sa dérivée est continue et donnée par
F'(t) = (Du)iia, e (Ui(E). J2(8)),
ou encore :

F(t) = J{(6) S0, 1) = (1) AN

Preuve - Elle est admise.
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3.4. EQUATIONS A COEFFICIENTS VARIABLES 47
Cette proposition généralise ce que l'on a vy dans le cas des équations i
coefficients constants : dans ce cas-la, Je champ de vecteurs \ ASSOCié A
I"équation est le champ constant X(z,y) = (a, b, dont les courbe: intégrales
sont le droites de direction (e, ). La preuve et Ja méme, ¢t coustitue yy
excellent Exercice.

3.4.2 Un probléme de Cauchy pour l’équatiom(ﬁ..‘l}

A titre d'exemple nous allons résoudre un probleme de Cauchy associé
I'équation (3.9) :
Ozu(z, y) + zd,u(r, y) = 0, ,
{ v(0, ) = alv), (3.10)
oft 0 & — R ast une fonetion ¢! dounde.
On commence en cherchant les courbes caractéristioues de I'écuation. Ce

sont les courbes intégrales + — ) = (z(1),u(t)) du champ «ic vecteur
X(z.w) = (1,z). Par définition on a done

'(t) = 1,
yv(t) = z(1),

ce qui donne £ =t + 14 et Y(t) = = +apf + 1o, ol 'on & notd o, o) le
powt de v correspondant 4t = 0. Si T'on préiere nre équation eartésienne.
onwvoit que la conrbe 3 qui passe par (To,y0) (1 ¥ en 2 une et une senle...)
a pour équation

.

£ b
TI= 5y -5

On veut mawmtenant déterminer la valeur de |a solution. du problame de Cau-

chy (3.10) au peint (zq,11). On sait que t est constante le long de la courbe

integrale qui passe par le point (zg, yg). Cette courbe coupe |'axe des or-
]

x; , )
donneées au point (z; = 0,y; = iy — -23}, et l'on sait que

|,

u(rn ) =u(0,m) = é(y) = é(y - )

On obtient donc, pour n'importe quel (zo, uy) de B2,

72
u(Zo, yo) = O(yo — ?n]‘

el

. . # . . -
En raisonnant par condition nécessaire, on obtient done u(z,y) = oy - —).

Il est tres simple de vérifier que cette fonction est effectivement solution de
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5 CHAPITRE 3. EDP LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

3.3 Equations a coeflicients constants

On va rézondre les TDP de la forime (2.4), ou de "
¢ . ' wteth L maniere un pew plis géndrs
fos AquAtions peu plus générale

E!E’g!‘.l'.(i,'i‘.') + E’a.tu“vz) = Uv (3'5}

ol o ot & sout deux constantes réelles, dont 'une au moins n'est pas nulle
Comme on l'a vu dans le premier chapitre, il est important e préciser ce q;l(-
I‘c.:n entend par "résoudre”. On cherche ici toutes les fonctions 1 définies sur
72 (ou sur une partie plus petite 2, réunicn de boules ouvertes) de classe C!
et telles que pour tout (z,t) € B2 I'égalité (3.6) soit veérifice. Commengans
pour fixer les idées par examiner le cas de I'équation (e = 1 et b=0)

agu(t..[) = UA

On voit immédiatement que v est solution si et sculement si u ne dépend pas
de t Autrement dit, les solutions sont les fonctions u qui 5'écrivent

u(t.1) = f(z)

pour une fonction f: R — R de classe C!. La premiére remarque qui s'impose,
c'e=t gu'il ¥ a beaucoup de solutions!

On fait aussi une remarque d'ordre plus géométrique :

Les solutions (t, ) ~— u(t. T) sont exactement les fonctions qui sont constantes
le long des droites horizontales du plan (Otr), c'est-d-dire le long des droites
dirigées par le vecteur (a, b) = (1,0). Ce phénomine a également lieu pour
toutes les équations (3.6), et c'est que nous allons mettre en évidence

3.3.1 Médéthode des caractéristiques

On reprend 'équation (3.6). Supposons que u : R? — R, de classe Ct, soit
solution. En terme de différentielle ou dérivée, (3.6) se traduit par

v(t,z) € B, (D)2 (a.b) = 0. (3.7)
Autrement dit ln dérivee directionnelle dy, pyu(t, r) de u dans la direction du
vecteur (a,b) est nulle en tout point (t,z) de =? On a alors la proposition
sylvante
Proposition 3.3.1
Gj v est solution de (3.6), alors v est constante le long de chaque droite de

direction (a,b).
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40 CHAPITRE 3. EDP LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

3.1.3 Applications de classe ("

On présente maintenant I'extension au cas de
a déjd défini les applications de classe (!
Définition 3.1.10

,5‘.::,-;_!’ une fnnr:!:dnn de classe C' sur wn ouvert (0. On dira que f est de clusse
C* st ces d{ervées partielles O, ot Ay f sont de classe 0

On notera

dérivées d'ordre supérienre. On

'f_j-'t-::.f = ﬂ.: {a!f ! f}:!f = ()y{{j,f]

Upd = f),i:.')‘yf] . (f,;yf = Hu((r)yfr'l.
Comme mentionné uy chapitre 1, on a le théoréme suivant -
Théoreme 3.1.11

St f est de classe C? dans Q, alors on a -

d;, ) = . f . dans Q1. (
On note ausst les dérivées secandes
af o

At droy't

C
3

Rappelons que U'ntilisation de d est impcrative quand on considere plusieurs
variables.

On laisse au-lecteur le soin de ddfinir la notion d'apolication de classe (%
pour tout k € M. On posera

C=() = NienC*() -

3.2 Les équations de transport —

On considére un tube horizontal cylindrique, dans lequel coule de 'ean par
exemple, i la vitesse constante ¢ (en m/s). Un polluant (du pétrole) est en
suspension dans 'eau. On note u(¢, x) la concentration (en gr/m) de polluant
a l'instant ¢ et a 'abscisse 1.

Y=ot

¥ y=ul0x) : ¥
N
| I
/| J A AN
[ 0 — —= [AY e — — HAY
= -\ - =
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3.1. QUELQUES NOTIONS S['F’PLE:.UE.\T-URES AUTOUR DES DERIVEES PARTIELLES
Remarque 3.1.6

Bien sur, lorsque v = (0,0), la direction assoree g '

définic mais la définition donne ki SOCICE 2 u n'est pas vreiment

anr{f'l.ﬂl)(krﬂ- va) =0,

ce qui est cohdrent avec ce que nous utiliserons apre's

! 1 N/ s () aa .
On "”'"_“ que corame 30 est ouvert, la fonction f, est bien defimte pour is|
assez pelil. ) 4
Exemple 3.1.7

. dériudes dles . f ot ¢ '
Les dérvées partielles 0, f et O J e sont autres que fes
nelles de f dans les direst:ons des denr vecteurs s

.
3

dérivées direction.
In base canonwuue ¢, ot

On donne maintenant un critire trve sitaple d'existence do derivée direction-
nelle dans toute direction.

Définition 3.1.8

Lorsque [ admet des dérmvées partielles O, f et &0 continues dans Q. on dat
que f est de elesse C* dans ().

Proposition 3.1.9

Soil f: Q) — & une applicetion de classe C*. Mors [ admet en tout point
(z.y) une dérivée directionnelle dans toute direction u, el on o

(QuN)x W) = wil D)z, p) + w2 1)z 0) (3.1)

Sous ces hypotheses, on peut alors définir, pour (r, y) € 0, une application
linéaire (D f)(z,) de B* dans R définie par

R? 3 ur— (Df)zn(u) = () (x,0) . (3.2)

Cete application est appelée la dérivée (ou différentielle) de f au point (x, y).

En particulier d; f(z,u) = (Df)zpler) et O, f(x,4) = (Df)iz ) (e2). Autre-
ment dit la matrice 1 x 2 de (D f):,, dans la base canonique est simplement

(Df )iz = ( 6:.”:-!9'.’ d,f(zx.y) ) .

Une autre maniere d'écrire est :

@)z, ) = ( 8:f(z.) a.ft:.y))( ) |

1§
o
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Chapitre 3

EDP linéaires du premier ordre

3.1 Quelques notions supplémentaires autour
des dérivées partielles.

On a étudié dans le premier Chapitre la notion de dérivée partielle d'une
fonction de plusieurs variables. 1l s’agissait en fait de propriétés de fonctions
d'une variable, et 1'on doit maintenant regarder la dépendance de toutes les
variables prises ensemble. Il faudrait sans doute investir un peu de temps
pour explorer la notion - plus délicate - de différentielle. Ceci étant fait dans
un autre cours pour certains ¢tudiants mathématiciens et n'étant pas revus
par les étudiants physiciens, nous ne détaillerons pas cette partie el nous
simplement développerons quelques points utiles pour les caleuls ou pour
expliquer certains théorémes.

Comme pour les fonetions d'une variable, on doit d'abord rappeler la notion
de continuité.

3.1.1 Continuité

On note d la distance euclidienne entre les points de R* :

duI;.y;), (972,}}2)) = \/(T'l - I?P + (yl - y'.’Jg'

On note aussi ||(z,1)]| = v/7? + * la norme euclidienne du vecteur (z, y) de
B2, de sorte que

d((z1, 1), (T2, 1)) = [[(F2 = 71,02 — W)

Définition 3.1.1
On dit qu'un sous-ensemble Q0 de R? est un ouvert de R? s1, pour tuut poinlt
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T.u) de ), on pe : : |
;k_!. v) de om peut trouver un disque ouvert de ray

yvonr., >0 conlenu dans

o,
VL peut pDeuser comme exempleg

de base 1 0 =i, 1o
ouvert). & =la blx]

c.edl ou a yp disque

Définitionr 3.1.2

it 0 : I QC R L
Sa.r_.. un aurcn’_f. i Q.'"“ R — 2 une application. On it que foes
continue en un point (zo,m0) €0 lorsque _

fle.y) = f(z0,10) — 0 quand dl(z. ), (20, 10)} — 0

On dit que f est continue sur 0 lorsque f est continue

0.

en chayue roint de

Exemple 3.1.3

Le fonction [ : (r.y) — ¥ - y* est continue en (0,0), et méme ex numporte
quel (g, ) € 2.

Il est important de noter que pour (To. wo) donné, la continuité des fonctions
fi en yp et de f, en r, n'entraine pas la continuité de f en (x5 uy), comme
le montre |'exemple suivant.

Exercice 3.1.4
On considére la fonction f: R* — R définie par

5 -
=y

flz,y) = { = s (r.v) #(0,0),

Smorn.

Montrer que f n'est pas continue en (0,0) bier que les deur applications par-
tielles essociées le sotent. Montrer que f admet méme des démvées partielles
en (0,0).

3.1.2 Deérivées directionnelles

Définition 3.1.5

Seit f : 1 — X une application. (xp,u) un point de Q) et u = (1. 22)

un vecteur de 2. On appelle dérivée directionnelle de S en (zo, 1) dans la

direction de u la démvée en s = 0, si elle existe, de la fonction d'une varigble
fu:8— f((zo, 1) + su).

On lo note alors d, f(xp. ).
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